
2019年 6月 21日確認問題解答
◆ ⇣

I 3次の基本行列を分類の上すべて列挙して逆行列を求めましょう．✓ ⌘
(i) i 6= j として，i行と j 行を交換する基本行列

P12 =

0

@
0 1 0
1 0 0
0 0 1

1

A , P�1
12 = P12

P13 =

0

@
0 0 1
0 1 0
1 0 0

1

A , P�1
13 = P13

P23 =

0

@
1 0 0
0 0 1
0 1 0

1

A , P�1
23 = P23

(ii) � 6= 0として，i行を �倍する基本行列

Q1(�) =

0

@
� 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A , Q1(�)
�1 = Q1(

1

�
)

Q2(�) =

0

@
1 0 0
0 � 0
0 0 1

1

A , Q2(�)
�1 = Q2(

1

�
)

Q3(�) =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 �

1

A , Q3(�)
�1 = Q3(

1

�
)

(iii) i 6= j0として，i行の �倍を j 行に加える基本行列

R12(�) =

0

@
1 0 0
� 1 0
0 0 1

1

A , R12(�)
�1 = R12(��)

R13(�) =

0

@
1 0 0
0 1 0
� 0 1

1

A , R13(�)
�1 = R13(��)

R23(�) =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 � 1

1

A , R23(�)
�1 = R23(��)

R21(�) =

0

@
1 � 0
0 1 0
0 0 1

1

A , R21(�)
�1 = R21(��)

R31(�) =

0

@
1 0 �
0 1 0
0 0 1

1

A , R31(�)
�1 = R31(��)

R32(�) =

0

@
1 0 0
0 1 �
0 0 1

1

A , R32(�)
�1 = R32(��)
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◆ ⇣
II 次の ~a,~b, ~↵, ~� 2 Rn に対して以下の (i),(ii),(iii),(iv) を示しましょう．
(i)~a , ~bを示しましょう．
(ii)

L = {x~a+ y~b; x, y 2 R}

を考えます．
~↵, ~� 2 L

を示しましょう．
(iii) ~↵ , ~� を示しましょう．
(iv) Lの基底 ~a,~bに関する座標を

 
x

y

!
, 基底 ~↵, ~� に関する座標

 
⇠

⌘

!
とするとき

 
x

y

!
を
 
⇠

⌘

!
で表し

ましょう．
(1) ~a =

0

BB@

1

2

�1

1

CCA, ~b =

0

BB@

2

�1

4

1

CCA, ~↵ =

0

BB@

2

�6

10

1

CCA, ~� =

0

BB@

5

5

1

1

CCA

(2) ~a =

0

BBBB@

1

2

�1

1

1

CCCCA
, ~b =

0

BBBB@

2

3

�2

1

1

CCCCA
, ~↵ =

0

BBBB@

2

5

�2

3

1

CCCCA
, ~� =

0

BBBB@

5

8

�5

3

1

CCCCA

(3) ~a =

0

BBBB@

4

1

�1

2

1

CCCCA
, ~b =

0

BBBB@

1

3

1

�1

1

CCCCA
, ~↵ =

0

BBBB@

6

7

1

0

1

CCCCA
, ~� =

0

BBBB@

�1

8

4

�5

1

CCCCA

✓ ⌘
解答 (1)(i)

�����
1 2

2 �1

����� = �5 6= 0 から ~a , ~bが従います．
(ii)

0

@
1 2 2 5
2 �1 �6 5
�1 4 10 1

1

A!

0

@
1 2 2 5
0 �5 �10 �5
0 6 12 6

1

A!

0

@
1 2 2 5
0 1 2 1
0 6 12 6

1

A

!

0

@
1 0 �2 3
0 1 2 1
0 0 0 0

1

A

から
~↵ = �2~a+ 2~b 2 L, ~� = 3~a+~b 2 L

が分かります．
(iii) (~↵ ~�) = (~a ~b)

 
�2 3

2 1

!
において

�����
�2 3

2 1

����� = �8 6= 0 から ~↵ , ~� が従います．
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(iv)

(~↵ ~�)

✓
⇠
⌘

◆
= (~a ~b)

✓
�2 3
2 1

◆✓
⇠
⌘

◆
= (~a ~b)

✓
x
y

◆

から ✓
x
y

◆
=

✓
�2 3
2 1

◆✓
⇠
⌘

◆

が従います．
(2)(i)

�����
1 2

2 3

����� = �1 6= 0 から ~a , ~bが従います．
(ii)

0

BB@

1 2 2 5
2 3 5 8
�1 �2 �2 �5
1 1 3 3

1

CCA!

0

BB@

1 2 2 5
0 �1 1 �2
0 0 0 0
0 �1 1 �2

1

CCA!

0

BB@

1 2 2 5
0 1 �1 2
0 0 0 0
0 �1 1 �2

1

CCA

!

0

BB@

1 0 4 1
0 1 �1 2
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCA

から
~↵ = 4~a�~b 2 L, ~� = ~a+ 2~b 2 L

が分かります．
(iii) (~↵ ~�) = (~a ~b)

 
4 1

�1 2

!
において

�����
4 1

�1 2

����� = 9 6= 0 から ~↵ , ~� が従います．
(iv)

(~↵ ~�)

✓
⇠
⌘

◆
= (~a ~b)

✓
4 1
�1 2

◆✓
⇠
⌘

◆
= (~a ~b)

✓
x
y

◆

から ✓
x
y

◆
=

✓
4 1
�1 2

◆✓
⇠
⌘

◆

が従います．
(3)(i)

�����
4 1

1 3

����� = 11 6= 0 から ~a , ~bが従います．
(ii)

0

BB@

4 1 6 �1
1 3 7 8
�1 1 1 4
2 �1 0 �5

1

CCA!

0

BB@

1 3 7 8
4 1 6 �1
�1 1 1 4
2 �1 0 �5

1

CCA!

0

BB@

1 3 7 8
0 �11 �22 �33
0 4 8 12
0 �7 �14 �21

1

CCA

!

0

BB@

1 3 7 8
0 1 2 3
0 4 8 12
0 �7 �14 �21

1

CCA!

0

BB@

1 0 1 �1
0 1 2 3
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCA
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から
~↵ = ~a+ 2~b 2 L, ~� = �~a+ 3~b 2 L

が分かります．
(iii) (~↵ ~�) = (~a ~b)

 
1 �1

2 3

!
において

�����
1 �1

2 3

����� = 5 6= 0 から ~↵ , ~� が従います．
(iv)

(~↵ ~�)

✓
⇠
⌘

◆
= (~a ~b)

✓
1 �1
2 3

◆✓
⇠
⌘

◆
= (~a ~b)

✓
x
y

◆

から ✓
x
y

◆
=

✓
1 �1
2 3

◆✓
⇠
⌘

◆

が従います．
◆ ⇣

III 次の ~a,~b 2 Rn に対して 2列の行列 X = (~a ~b)を定めます．tXX と det(tXX)を求めましょう．
(1) ~a =

0

BB@

1

1

1

1

CCA, ~b =

0

BB@

2

1

�1

1

CCA, (2) ~a =

0

BB@

1

�1

1

1

CCA, ~b =

0

BB@

2

�2

2

1

CCA,

(3) ~a =

0

BBBB@

1

1

1

�1

1

CCCCA
, ~b =

0

BBBB@

1

0

�1

1

1

CCCCA

✓ ⌘
解答　 X = (~a ~b)に対して

tXX =

✓t~a
t~b

◆
(~a ~b) =

 
t~a · ~a t~a ·~b
t~b · ~a t~b ·~b

!

=

 
||~a||2 (~a,~b)

(~b,~a) ||~b||2

!

となることに注意しましょう．ここで ~a,~b 2 Rn に
対して

t~a ·~b = (~a,~b)

であることを用いました．ここで計算する tXX を
X の Gram行列と呼びます．
(1)

tXX =

✓
3 2
2 6

◆
, det(tXX) =

����
3 2
2 6

���� = 14

(2)

tXX =

✓
3 6
6 12

◆
, det(tXX) =

����
3 6
6 12

���� = 0

(3)

tXX =

✓
4 �1
�1 3

◆
, det(tXX) =

����
4 �1
�1 3

���� = 11

注意　上の X = (~a ~b)に対して
tXX が正則 , ~a , ~b

が成立します．det(tXX)の値に注意しましょう．
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◆ ⇣
IV 3行の行列 A =

0

BB@

a1

a2

a3

1

CCA に 3次正方行列 X を掛けたとき以下が成立します．X を求めましょう．

(1) XA =

0

BB@

a1

a3

a2

1

CCA (2) XA =

0

BB@

a1

a2

�a1 + a3

1

CCA

(3) XA =

0

BB@

a1

�a2

a3

1

CCA (4) XA =

0

BB@

↵a1

�a2

�a3

1

CCA

✓ ⌘
解答
(1) X =

0

BB@

1 0 0

0 0 1

0 1 0

1

CCA (2) X =

0

BB@

1 0 0

0 1 0

� 0 1

1

CCA (3) X =

0

BB@

1 0 0

0 � 0

0 0 1

1

CCA (4) X =

0

BB@

↵ 0 0

0 � 0

0 0 �

1

CCA

◆ ⇣
V ~a =

0

BB@

1

1

1

1

CCA, ~b =

0

BB@

2

1

�1

1

CCAが定める 2次元部分空間

L = L(~a,~b) = {x~a+ y~b; x, y 2 R}

に対して ~v 2 R3 の Lへの直交射影 ~wを考えます．
Q~v = ~w

を満たす 3次正方行列を求めましょう．✓ ⌘
解答 ~a,~bを正規直交化すると

~p =
1p
3

⇣
1
1
1

⌘
, ~q =

1p
42

⇣
4
1
�5

⌘

となる（6月 9日の確認問題 I(1)）．これから ~v の L

への直交射影は
~w = (~p,~v)~p+ (~q,~v)~q

= ~p · t~p~v + ~q · t~q~v

=
1p
3

⇣
1
1
1

⌘
· 1p

3
( 1 1 1 )~v

+
1p
42

⇣
4
1
�5

⌘
· 1p

42
( 4 1 �5 )~v

=

✓
1

3

⇣
1 1 1
1 1 1
1 1 1

⌘
+

1

42

⇣ 16 4 �20
4 1 �5

�20 �5 25

⌘◆
~v

=
1

14

⇣
10 6 �2
7 5 3
�2 3 13

⌘
~v

から
Q =

1

14

⇣
10 6 �2
7 5 3
�2 3 13

⌘
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別解 L(~a,~b) に垂直なベクトルとして ~c = ~a ⇥ ~b =⇣�2
3
�1

⌘ を取ります．このとき ~v の ~cへの直交射影を
~z とすると

~v = ~w + ~z

が成立します．これから
~w = ~v � (~c,~v)

k~ck2 ~c

= ~v � 1

k~ck2~c
t~c~v

= I3~v �
1

14

⇣ 4 �6 2
�6 �9 �3
2 �3 1

⌘
~v

=

✓
I3 �

1

14

⇣ 4 �6 2
�6 �9 �3
2 �3 1

⌘◆
~v

=
1

14

⇣
10 6 �2
7 5 3
�2 3 13

⌘
~v

となります．
◆ ⇣

VI 以下の ~a,~b,~c 2 Rn に対して ~a,~b,~cが張る部分空間
L3 = L(~a,~b,~c) = {x~a+ y~b+ z~c; x, y, z 2 R}

の正規直交基底を求めましょう．
(1) ~a =

⇣
1
1
1

⌘
, ~b =

⇣
2
1
�1

⌘
, ~c =

⇣
0
0
1

⌘
(2) ~a =

⇣
1
0
�1

⌘
, ~b =

⇣
2
2
1

⌘
, ~c =

⇣
0
0
1

⌘

(3) ~a =

✓
1
1
1
�1

◆
, ~b =

✓
1
0
1
1

◆
, ~c =

✓
1
0
0
0

◆
(4) ~a =

✓
1
1
1
�1

◆
, ~b =

✓
1
0
2
1

◆
, ~c =

✓
0
0
0
1

◆

✓ ⌘
解答
(1) 6月 6日の確認問題 I(1)から

L =: {x~a+ y~b; x, y 2 R}

の正規直交系として
~p =

1p
3

0

@
1
1
1

1

A , ~q =
1p
42

0

@
4
1
�5

1

A

で, ~cの Lへの直交射影が
~w2 = (~c, ~p)~p+ (~c, ~q)~q

=

0

@

0

@
0
0
1

1

A ,
1p
3

0

@
1
1
1

1

A

1

A · 1p
3

0

@
1
1
1

1

A+

0

@

0

@
0
0
1

1

A ,
1p
42

0

@
4
1
�5

1

A

1

A · 1p
42

0

@
4
1
�5

1

A

=
1

14

0

@
�2
3
13

1

A

となります．Lに垂直な L3 中のベクトルとして

~c� ~w2 =

0

@
0
0
1

1

A� 1

14

0

@
�2
3
13

1

A =
1

14

0

@
2
�3
1

1

A

17



を考えると，これを正規化して
~r =

1

||~c� ~w2||
(~c� ~w2) =

1p
14

0

@
2
�3
1

1

A

と定めると ~p, ~q,~rが L3 の正規直交基底となります．
(2) 6月 6日の確認問題 I(2)から

L =: {x~a+ y~b; x, y 2 R}

の正規直交系として
~p =

1p
2

0

@
1
0
�1

1

A , ~q =
1p
34

0

@
3
4
3

1

A

で, ~cの Lへの直交射影が
~w2 = (~c, ~p)~p+ (~c, ~q)~q

=

0

@

0

@
0
0
1

1

A ,
1p
2

0

@
1
0
�1

1

A

1

A · 1p
2

0

@
1
0
�1

1

A+

0

@

0

@
0
0
1

1

A ,
1p
34

0

@
3
4
3

1

A

1

A · 1p
34

0

@
3
4
3

1

A

=
1

17

0

@
�4
6
13

1

A

となります．Lに垂直な L3 中のベクトルとして
~c� ~w2 =

0

@
0
0
1

1

A� 1

17

0

@
�4
6
13

1

A =
1

17

0

@
4
�6
4

1

A

を考えると，これを正規化して
~r =

1

||~c� ~w2||
(~c� ~w2) =

1p
17

0

@
2
�3
2

1

A

と定めると ~p, ~q,~rが L3 の正規直交基底となります．
(3) ~bの ~a方向への直交射影 ~wは

~w =
(~a,~b)

||~a||2 =
1

4
~a

と求められます．このとき ~aの垂直なベクトルとして

~b� ~w =

0

BB@

1
0
1
1

1

CCA� 1

4

0

BB@

1
1
1
�1

1

CCA =
1

4

0

BB@

3
�1
3
5

1

CCA

が求まります．このとき ~aと~b� ~wを正規化した

~p =
1

||~a||~a =
1

2

0

BB@

1
1
1
�1

1

CCA , ~q =
1

||~b� ~w||
(~b� ~w) =

1p
44

0

BB@

3
�1
3
5

1

CCA

18



が
L =: {x~a+ y~b; x, y 2 R}

の正規直交基底となります．~cの Lへの直交射影が
~w2 = (~c, ~p)~p+ (~c, ~q)~q

=

0

BB@

0

BB@

1
0
0
0

1

CCA ,
1

2

0

BB@

1
1
1
�1

1

CCA

1

CCA · 1
2

0

BB@

1
1
1
�1

1

CCA+

0

BB@

0

BB@

1
0
0
0

1

CCA ,
1p
44

0

BB@

3
�1
3
5

1

CCA

1

CCA · 1p
44

0

BB@

3
�1
3
5

1

CCA

=
1

11

0

BB@

5
2
5
1

1

CCA

となります．Lに垂直な L3 中のベクトルとして

~c� ~w2 =

0

BB@

1
0
0
0

1

CCA� 1

11

0

BB@

5
2
5
1

1

CCA =
1

11

0

BB@

6
�2
�5
�1

1

CCA

を考えると，これを正規化して

~r =
1

||~c� ~w2||
(~c� ~w2) =

1p
66

0

BB@

6
�2
�5
�1

1

CCA

と定めると ~p, ~q,~rが L3 の正規直交基底となります．
(4) 6月 6日の確認問題 I(4)から

L =: {x~a+ y~b; x, y 2 R}

の正規直交系として
~p =

1

2

0

BB@

1
1
1
�1

1

CCA , ~q =
1p
20

0

BB@

1
�1
3
3

1

CCA

を求めました．~cの Lへの直交射影が
~w2 = (~c, ~p)~p+ (~c, ~q)~q

=

0

BB@

0

BB@

0
0
0
1

1

CCA ,
1

2

0

BB@

1
1
1
�1

1

CCA

1

CCA · 1
2

0

BB@

1
1
1
�1

1

CCA+

0

BB@

0

BB@

0
0
0
1

1

CCA ,
1p
20

0

BB@

1
�1
3
3

1

CCA

1

CCA · 1p
20

0

BB@

1
�1
3
3

1

CCA

=
1

10

0

BB@

�1
�4
2
7

1

CCA

19



となります．Lに垂直な L3 中のベクトルとして

~c� ~w2 =

0

BB@

0
0
0
1

1

CCA� 1

10

0

BB@

�1
�4
2
7

1

CCA =
1

10

0

BB@

1
4
�2
3

1

CCA

を考えると，これを正規化して

~r =
1

||~c� ~w2||
(~c� ~w2) =

1p
30

0

BB@

1
4
�2
3

1

CCA

と定めると ~p, ~q,~rが L3 の正規直交基底となります．◆ ⇣
VII
~a,~b 2 Rn が張る部分空間

L = L(~a,~b) = {x~a+ y~b; x, y 2 R}

を考えます．
~c, ~d 2 L,�, µ 2 R ) �~c+ µ~d 2 L

を示しましょう．✓ ⌘
解答 ~↵, ~� 2 L であるので

~↵ = x1~a+ y1~b, ~� = x2~a+ y2~b

と表されます．このとき
~↵+ ~� = x1~a+ y1~b+ x2~a+ y2~b

= (x1 + x2)~a+ (y1 + y2)~b 2 L

�~↵ = �(x1~a+ y1~b) = (�x1)~a+ (�y1)~b 2 L

となります．
◆ ⇣

VIII
(1) ~a,~b 2 Rn に対して

t(~a+~b) = t~a+ t~b, t(�~a) = � · t~a

を示しましょう．
(2) a,b 2 (Rn)⇤ に対して

t(a+ b) = ta+ tb, t(�a) = � · tb

を示しましょう．✓ ⌘
解答
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(1)

~a =

0

BBBBBB@

a1
...
ai
...
an

1

CCCCCCA
, ~b =

0

BBBBBB@

b1
...
bi
...
bn

1

CCCCCCA

とすると

t(~a+~b) = t

0

BBBBBB@

a1 + b1
...

ai + bi
...

an + bn

1

CCCCCCA
= (a1 + b1 . . . ai + bi . . . an + bn)

= (a1 . . . ai . . . an) + (b1 . . . bi . . . bn) =
t~a+ t~b

t(�~a) = t

0

BBBBBB@

�a1
...

�ai
...

�an

1

CCCCCCA
= (�a1 . . . �ai . . . �an)

= �(a1 . . . ai . . . an) = �t~a

(2)
a = (a1 . . . aj . . . an), b = (b1 . . . bj . . . bn)

とすると
t(a+ b) = t(a1 + b1 . . . aj + bj . . . an + bn)

=

0

BBBBBB@

a1 + b1
...

aj + bj
...

an + bn

1

CCCCCCA
=

0

BBBBBB@

a1
...
aj
...
an

1

CCCCCCA
+

0

BBBBBB@

b1
...
bj
...
bn

1

CCCCCCA
= ta+ tb

t(�a) = t(�a1 . . . �aj . . . �an)

=

0

BBBBBB@

�a1
...

�aj
...

�an

1

CCCCCCA
= �

0

BBBBBB@

a1
...
aj
...
an

1

CCCCCCA
= � · ta
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