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対角化可能の十分条件
定理 R
j次正方行列 � 2 Jj(E)の固有多項式

��(�) = (�� ↵)(�� �)(�� �)

が条件
↵,�, � 2 E, ↵ 6= �,� 6= �, � 6= ↵

を満たすとします．このとき正則なS 2 Jj(E)が存在して
S�R�S =

⇣ ↵
�

�

⌘

と対角化されます．
LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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対角化可能の十分条件（証明）
�~TR = ↵~TR, �~TR = �~Tk, �~TR = �~Tj

~TD 6= ~y (D = R, k, j)
を満たす ~TR,~Tk,~Tj 2 Ejが存在します．次の定理 kを用いると S = (~TR ~Tk ~Tj)は正則となります．さらに

�S = �(~TR ~Tk ~Tj) = (�~TR �~Tk �~Tj) = (↵~TR �~Tk �~Tj)

= (~TR ~Tk ~Tj)
⇣ ↵

�
�

⌘
= S

⇣ ↵
�

�

⌘

から
S�R�S =

⇣ ↵
�

�

⌘

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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対角化可能の十分条件（証明）

定理 k
� 2 JM(E)- ↵R, . . .↵` 2 E- ~TR, . . . ,~T` 2 EMが条件

↵D 6= ↵D (B 6= D)

�~TD = ↵D~TD , ~TD 6= ~y (D = R, . . . , `)
を満たすとします．このとき ~TR, . . . ,~T`は線型独立となります．

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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対角化可能の十分条件（証明）
定理 kの証明 `に関する帰納法で証明します．` = Rの場合は簡単です．一般の ` の場合を考えます．そのために ~TR, . . . ,~T`が

+R~TR + · · ·+ +`�R~T`�R + +`~T` = ~y URV

を満たすとします．URVの両辺に � � ↵`AM を掛けると
+R(↵R � ↵`)~TR + · · ·+ +`�R(↵`�R � ↵`)~T`�R = ~y UkV

となります．帰納法の仮定から ~TR, . . . ,~T`�R は線型独立になります．従って UkVから
+R(↵R � ↵`) = · · · = +`�R(↵`�R � ↵`) = y 従って +R = . . . = +`�R = y UjV

となります．URVに代入すると +`~T` = ~y となりますが，これから +` = yも従います．
LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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具体例 URVě固有多項式が重根を持つ場合
j次正方行列

� =

0

@
R k k
R k �R
�R R 9

1

A

の固有多項式と固有空間は
��(�) = (�� R)(�� j)k

o (R) = _
⇣ k

�R
R

⌘
, o (j) = E

⇣ R
R
y

⌘
+ E

⇣ R
y
R

⌘

であった．

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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具体例 UkVě固有多項式が重根を持つ場合

~TR
⇣ k

�R
R

⌘
, ~Tk =

⇣ R
R
y

⌘
, ~Tj =

⇣ R
y
R

⌘
, S = (~TR ~Tk ~Tj)

とすると S は正則である．これを用いると：
Ej = o (R)� o (j)

実際，任意の ~p 2 Ejに対して ~+ = S�R~p と定めると
~p = SS�R~p = S~+ = +R~TR + +k~Tk + +j~Tj 2 o (R)� o (j)

から
Ej ⇢ o (R)� o (j)

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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具体例 UjVě固有多項式が重根を持つ場合
以上で任意の ~p 2 _jに対して ~pR 2 o (R)- ~pk 2 o (j)が存在して

~p = ~pR + ~pk

と一意的に表されます．このとき
7R(�) =

�� j
R � j = �R

k(�� j), 7k(�) =
�� R
j � R =

R
k(�� R)

とすると
~pR = 7R(�)~p = �R

k(� � jAj) = ~p , ~pk = 7k(�)~p =
R
k(� � Aj)~p

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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具体例 U9Vě固有多項式が重根を持つ場合

h?2Q`2K
� 2 Jj(E)- ↵,� 2 Eに対して

��(�) = (�� ↵)k(�� �), ↵ 6= �

が成立するとします．このとき
R  dimo (↵)  k

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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問題設定

以下では場合分けをして考えます．� 2 Jj(E)- ↵,�, � 2 Eとして
↵ 6= �, � 6= �, � 6= ↵

とします．以下では jつの場合に分けて �の対角化の必要十分条件について考えていきます．
UAV ��(�) = (�� ↵)(�� �)(�� �)
UAAV ��(�) = (�� ↵)k(�� �)
UAAAV ��(�) = (�� ↵)j

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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UAV ��(�) = (�� ↵)(�� �)(�� �)の場合
・（定理 R）�は対角化可能，すなわち正則な S 2 Jj(E) が存在して

S�R�S =
⇣ ↵

�
�

⌘

・（スペクトル分解可能）Ej = o (↵)� o (�)� o (�)

Ej � o (↵)� o (�)� o (�)

dimo (↵) � R, dimo (�) � R, dimo (�) � R
から

j = dimEj � dimo (↵) + dimo (�) + dimo (�) � R + R + R = j
となるので

dimo (↵) = R, dimo (�) = R, dimo (�) = R
Ej = o (↵)� o (�)� o (�)

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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UAV ��(�) = (�� ↵)(�� �)(�� �)の場合
・(� � ↵Aj)(� � �Aj)(� � �Aj) = Pj
~p 2 _jを

~p = ~pR + ~pk + ~pj, ~pR 2 o (↵), ~pk 2 o (�), ~pj 2 o (�)

とスペクトル分解します．このとき
(� � ↵Aj)(� � �Aj)(� � �Aj)~p = (� � �Aj)(� � �Aj)(� � ↵Aj)~pR

+ (� � ↵Aj)(� � �Aj)(� � �Aj)~pk
+ (� � ↵Aj)(� � �Aj)(� � �Aj)~pj

= ~y +~y +~y = ~y

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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UAAAV ��(�) = (�� ↵)jの場合

�が対角化可能ならば次のページの定理 jから
S�R�S =

⇣
↵

↵
↵

⌘

を満たす正則行列 S が存在する．このとき・� = ↵Aj・Ej = o (↵)

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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定理 j

定理 j
� 2 Jj(E)が正則な S と ↵R,↵k,↵jに対して

S�R�S =
⇣ ↵R

↵k
↵j

⌘

が成立するならば
��(�) = (�� ↵R)(�� ↵k)(�� ↵j)

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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AA��(�) = (�� ↵)k(�� �) の場合
・R  dimo (↵)  k背理法で示す．dimo (↵) = jとすると o (↵) = Ej となるが，任意の ~p 2 Ejに対して �~p = ↵~p から � = ↵Ajとなる．��(�) = (�� ↵)j となるので矛盾が生じる．・dimo (�) = R
dimo (�) � Rは明らかである．dimo (�) � kとすると ~T , ~[を満たす ~T,~[ 2 o (�) が存在する．このとき �~T = �~S - �~[ = �~[ となります．さらに ~̀ 2 Ejを選んで
S := (~T ~[ ~̀)が正則であるようにすると

�(~T ~[ ~̀) = (~T ~[ ~̀)

✓
� y ⇤R

� ⇤k
⇤j

◆
従って S�R�S =

✓
� y ⇤R

� ⇤k
⇤j

◆

となります．このとき ��(�) = (�� �)k(�� ⇤j) から矛盾が生じます．

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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一般には

� 2 JM(E)の固有多項式がある ;(�) 2 E[�]- ↵ 2 Eを用いて
��(�) = (�� ↵)K;(�), ;（↵) 6= y, K � R

と表されているとします．このとき
R  o (↵)  K

が成立します．

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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AA��(�) = (�� ↵)k(�� �) の場合
◆ ⇣
dimo (↵) = k- dimo (�) = Rならば �は対角化可能である．✓ ⌘

Ej = o (↵)� o (�)

となります．o (↵)の基底 ~TR,~Tk-o (�)の基底 ~Tjをとると S = (~TR ~Tk ~Tj) は正則で
�S = S

⇣ ↵
↵

�

⌘

と �は対角化されます．

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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AA��(�) = (�� ↵)k(�� �) の場合◆ ⇣
�が対角化可能ならばEj = o (↵)� o (�) このとき

dimo (↵) = k, dimo (�) = R✓ ⌘正則な S = (~TR ~Tk ~Tj) 2 Jj(E) に対して
�S = S

⇣ ⇤R ⇤k ⇤j

⌘

が成立すると ~TR,~Tk,~Tj 2 o (↵)� o (�) となります．~TR,~Tk,~Tjが線型独立なので
dim (o (↵)� o (#2i�)) = j

となりますから
Ej = o (↵)� o (�)

このとき dimo (�) = Rなので
dimo (↵) = j � dimo (�) = k

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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AA��(�) = (�� ↵)k(�� �) の場合◆ ⇣
�が対角化可能ならば (� � ↵Aj)(� � �Aj) = Pj✓ ⌘このとき

Ej = o (↵)� o (�)

となります．任意の ~p 2 Ejに対して
~p = ~pR + ~pk, ~pR 2 o (↵), ~pk 2 o (�)

と（スペクトル）分解すると
(� � �Aj)(� � ↵Aj)~pR = ~y
(� � ↵Aj)(� � �Aj)~pk = ~y

から
(� � ↵Aj)(� � �Aj)~p = ~y

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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AA��(�) = (�� ↵)k(�� �) の場合
◆ ⇣
(� � ↵Aj)(� � �Aj) = Pj ならば �は対角化可能✓ ⌘

�� ↵

� � ↵
+

�� �

↵� �
= R

が（恒等的に）成立します．これから
R

� � ↵
(� � ↵Aj) +

R
↵� �

(� � �Aj) = Aj

が成立します．（次頁に続く）

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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AA��(�) = (�� ↵)k(�� �)の場合
これから任意の ~p 2 Ejに対して

~pk =
R

� � ↵
(� � ↵Aj)~p , ~pR =

R
↵� �

(� � �Aj)~p

と定めると ~p = ~pR + ~pkとなります．さらに
(� � ↵Aj)~pR =

R
↵� �

(� � �Aj)(� � ↵Aj)~p =
R

↵� �
Pj~p = ~y

(� � �Aj)~pk =
R

� � ↵
(� � ↵Aj)(� � �Aj)~p =

R
� � ↵

Pj~p = ~y

から
~pR 2 o (↵), ~pk 2 o (�)

が従います．これからEj = o (↵)� o (�)

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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まとめ
UAV ��(�) = (�� ↵)(�� �)(�� �)の場合

�は対角化可能　
Ej = o (↵)� o (�)� o (�)

(� � ↵Aj)(� � �Aj)(� � �Aj) = Pj
UAAV ��(�) = (�� ↵)k(�� �)の場合

�は対角化可能, Ej = o (↵)� o (�)

, (� � ↵Aj)(� � �Aj) = Pj

UAAV ��(�) = (�� ↵)jの場合
�は対角化可能, Ej = o (↵)

, � = ↵Aj

LQ#mvmFB hPa1 j 次正方行列の対角化
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