
行列の演算
戸瀬　信之

AhPa1 S_PC1*h

kyRR年 y9月 RN-ke日 �i 駒場
kyky年 ye月 kk日　経済数学入門

戸瀬　信之 UAhPa1 S_PC1*hV 行列の演算 kyRR 年 y9 月 RN-ke 日 �i 駒場 kyky 年 ye 月 kk 日　経済数学入門 R f kk

紀済を2な入門 し 08 Ponto 1 .



ベクトルの演算の性質（復習）
◆ ⇣
定理 R
URV ~�, ~#, ~+ 2 EMに対して

~� + ~# = ~# + ~� URV

(~� + ~#) + ~+ = ~� + (~# + ~+) UkV
UkV ~�, ~# 2 EMと �, µ 2 Eに対して

� (µ~�) = (�µ)~� UjV

(�+ µ)~� = �~� + µ~� U9V
�(~� + ~#) = �~� + �~# U8V✓ ⌘
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和と定数倍
K ⇥ M行列，すなわちK行 M列の行列
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に対して
戸瀬　信之 UAhPa1 S_PC1*hV 行列の演算 kyRR 年 y9 月 RN-ke 日 �i 駒場 kyky 年 ye 月 kk 日　経済数学入門 j f kk

よりベクトル表示
c
行で S灬表示

t

~ 成分
.

i行 が1 .

i行
c

T
nr

で行うが

ci.jp 成分 .



和と定数倍 UkV
その和と差を

� + " =
⇣
~�R + ~#R · · ·~�D + ~#D · · ·~�M + ~#M
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=
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1
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と定めます．
戸瀬　信之 UAhPa1 S_PC1*hV 行列の演算 kyRR 年 y9 月 RN-ke 日 �i 駒場 kyky 年 ye 月 kk 日　経済数学入門 9 f kk

←

小 小



和と定数倍 UjV

定数 ↵ 2 Eに対して �の ↵倍を

↵� = (↵~�R · · · ↵~�D · · · ↵~�M) =

0
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定理k

◆ ⇣
K行 M列の行列 �，"，* に対して，以下が成立します．
URV � + " = " + �
UkV (� + ") + * = � + (" + *)
UjV ↵(��) = (↵�)�
U9V (↵ + �)� = ↵� + ��
U8V ↵(� + ") = ↵� + ↵"✓ ⌘

� = (~�D)- " = (~#D)- * = (~+D)と行列 �, ", * の D列を用いて定理 kを示します．
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証明

URV � + " = (~�D + ~#D) = (~#D + ~�D) = " + �から証明できます．ここで定理 Rの URV を用いました．
UkV (� + ") + * = (~�D + ~#D) + (~+D) =

⇣
(~�D + ~#D) + ~+D

⌘
=

⇣
~�D + (~#D + ~+D)

⌘
= � + (" + *)

から証明できます．ここで定理 Rの UkVを用いました．
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行列⇥列ベクトル URV

� =
�
~�R · · · ~�D · · · ~�M

�
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との積を
�~t = tR~�R + · · ·+ tD~�D + · · ·+ tM~�M 2 EK
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行列⇥列ベクトル UkV

�~t = tR~�R + . . .+ tD~�D + . . .+ tM~�M
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行列⇥行列
s = (~tR . . . ~tF . . . ~t`) が M行 `列とします．
注 �~tR, . . . ,�~tF , . . . ,�~t` 2 EK が定義される．

�s = �(~tR · · · ~tF · · · ~t`)
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行列⇥行列 UkV

特にK = R-すなわち � = � = (�R · · · �M)のとき
�s = (�~tR · · · �~t`)

これを用いると
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行列⇥行列 UjV

�s = (�~tR · · · �~tF · · · �~t`)
= (· · · �RtRF + �ktkF + · · ·+ �MtMF · · · )

=

�R(· · · tRF · · · )
+ �k(· · · tkF · · · )
XXX XXX
+ �M(· · · tMF · · · )

= �RtR + · · ·+ �MtM

戸瀬　信之 UAhPa1 S_PC1*hV 行列の演算 kyRR 年 y9 月 RN-ke 日 �i 駒場 kyky 年 ye 月 kk 日　経済数学入門 Rk f kk

父剗 が
いい!籤!

:慧



行列⇥行列 U9Vě行ベクトルを中心にして
まとめ
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線型写像 URV

6�(~t) = �~t
によって定る写像

6� : EM �! EK ~t 7! �~t UdV

について定理 jが成立します（6�の線型性）◆ ⇣
定理 j

6�(~t + ~v) = 6�(~t) + 6�(~v) (~t ,~v 2 EM) U3V
6�(�~t) = �6�(~t) (~t 2 EM, � 2 E) UNV✓ ⌘
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線型写像 UkVě定理jの証明
~t =

0

B@
tR
XXX

tM

1

CA , ~v =

0

B@
vR
XXX

vM

1

CAと ~t と ~v の成分表示をします．すると

6�(~t + ~v) = (tR + vR)~�R + · · ·+ (tD + vD)~�D + · · ·+ (tM + vM)~�M

= tR~�R + · · ·+ tD~�D + · · ·+ tM~�M

+vR~�R + · · ·+ vD~�D + · · ·+ vM~�M

= 6�(~t) + 6�(~v)
6�(�~t) = (�tR)~�R + · · ·+ (�tD)~�D + · · ·+ (�tM)~�M

= �(tR~�R + · · ·+ tD~�D + · · ·+ tM~�M) = �6�(~t)
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線型写像 UjVě定理jの拡張
行列の積の形では

�(~t + ~v) = �~t + �~v , �(�~t) = � (�~t) URyV

と表されます．これをまとめて得られる◆ ⇣
�(�~t + µ~v) = ��~t + µ�~v URRV✓ ⌘および URyVを繰り返して得られる

�(+R~tR + · · ·+ +`~t`) = +R�~tR + · · ·+ +`�~t` URkV

も有用です．この公式 URkV は s = (~tR · · · ~t`)と~+ = i(+R · · · +`)を用いて
�(s~+) = (�s)~+ URjV

とも表現できます．
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写像の合成
kつの写像 7 : s ! u と ; : u ! w があるとします．このとき

; � 7 : s ! w t 7! ;(7 (t))

が定義できます．これを 7 と ; の合成写像と呼びます．さらに写像 ? : w ! q がある場合は
? � ; � 7 : s ! q

が定義できますが，これは
? � (; � 7 ) = (? � ;) � 7

と，合成をどの順序で行っても変わりません．
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行列の積の性質 URV

◆ ⇣
定理 9 �と"はK⇥ M行列，s とu は M⇥ `行列，Zは `⇥ ; 行列とします．このとき次が成立します．
URV (� + ")s = �s + "s
UkV �(s + u ) = �s + �u
UjV �(↵s) = (↵�)s = ↵(�s)
U9V（結合法則）(�s)Z = � (sZ)✓ ⌘
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行列の積の性質 UkVě証明の準備（そのR）
定理 9の証明の準備として � = (~�R · · ·~�M) , " =

⇣
~#R · · ·~#M

⌘と
~t 2 EMに対して

(� + ")~t = �~t + "~t UR9V
を示します．実際

(� + ")~t =
⇣
~�R + ~#R · · · ~�M + ~#M

⌘
~t

= tR(~�R + ~#R) + · · ·+ tM(~�M + ~#M)

= tR~�R + · · ·+ tM~�M + tR~#R + · · ·+ tM~#M = �~t + "~t

と示すことができます．
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行列の積の性質 UjVě証明の準備（そのk）
URyVで以下の最初の等号を示しましたが

�(↵~t) = ↵ (�~t) = (↵�)~t UR8V

が成立することも定理 9 の UjVの証明で使います．実際，k番目の等号は ~t = i(tR · · · tM)として
(↵�)~t =

�
↵~�R · · · ↵~�M

�
~t

= tR↵~�R + · · ·+ tM↵~�M = ↵(tR~�R + · · ·+ tM~�M) = ↵(�~t)
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行列の積の性質 U9Vě証明 URV
URV

両辺の F列を比較します．
(� + ")~tF = �~tF + "~tF

から分かります（UR9V参照）．
UkV 両辺の F列を比較します．

� (~tF + ~vF) = �~tF + �~vF

から分かります（URyV参照）．
UjV 各辺の F列を比較しますが UR8Vは

�(↵~tF) = (↵�)~tF = ↵(�~tF)

を導きます．
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行列の積の性質 U8Vě証明 UkV

U9V URjVを用いると ~[ 2 E`に対して
� (s~[) = (�s)~[

が成立します．Zの i列を ~[iとすると
� (s~[i) = (�s)~[i

ですが，これは示すべき式の i列が等しいことを意味します．これを用いると
�(sZ) = �(s~[R · · · s~[;) = (�(s~[R) · · · �(s~[;))

= ((�s)~[R · · · (�s)~[;) = (�s)(~[R · · · ~[;) = (�s)Z
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