
aGyj演習問題解答
◆ ⇣

A
URV ~a,~b 2 R3 とします．~a,~b 6= ~0であるとき，~a,~bが作る平行四辺形の面積は

||~a⇥~b||

であることを示しましょう．また
(~a⇥~b,~a) = (~a⇥~b,~b) = 0

であることを示しましょう．
UkV ~a,~b,~c 2 R3 とします．~a,~b,~c 6= ~0であるとき，~a,~b,~cが作る平行四面体の体積は

|(~a⇥~b,~c)|

であることを示しましょう．✓ ⌘
解答 URV ~aと~bなす角を ✓ とすると

cos ✓ =
(~a,~b)

k~ak · k~bk

から
sin2 ✓ = 1� cos2 ✓ =

k~ak2 · k~bk2 � (~a,~b)2

k~ak2 · k~bk2

=
(a21 + a

2
2 + a3)2(b21 + b

3
2 + b

2
3)� (a1b1 + a2b2 + a3b3)2

k~ak2 · k~bk2

=
(a1b2 � a2b1)2 + (a1b3 � a3b1)2 + (a2b3 � a3b2)2

k~ak2 · k~bk2

=
k~a⇥~bk2

k~ak2 · k~bk2

となります．これから
sin ✓ =

k~a⇥~bk
k~ak · k~bk

であることが分かり，平行四辺形の面積 S は
S = k~ak · k~bk sin ✓ = k~a⇥~bk

であることが従います．U⇥-V 4�1
�� a2 b2
a3 b3

��� a2

�� a1 b1
a3 b3

��+ a3

�� a1 b1
a2 b2

��

= a1(a2b3 � a3b2)� a2(a1b3 � a3b1) + a3(a1b2 � a2b1)

= b1(a2a3�a2a3)+b2(�a1a3+a1a3)+b3(a1a2�a1a2) = 0同様に U⇥-V 4#1

�� a2 b2
a3 b3

���b2

�� a1 b1
a3 b3

��+b3

�� a1 b1
a2 b2

��

= b1(a2b3 � a3b2)� b2(a1b3 � a3b1) + b3(a1b2 � a2b1)

= a1(�b2b3 + b2b3) + a2(b1b2 � b1b3) + a3(�b1b2 + b1b2) = 0

R3



注意 j次行列式を用いると
(~a⇥~b,~a) = (~a⇥~b,~b) = 0

であることは簡単に導けます．
UkV ~aと~bが作る平行四辺形を底面として考えます．この時 ~a⇥~bと ~cの間の角を ' とすると，高さ hは

h = k~ck · | cos'| = k~ck ·

�����
(~c,~a⇥~b)

k~ck · k~a⇥~bk

����� =

�����
(~c,~a⇥~b)

k~a⇥~bk

�����

と求まります．従って平行 e面体の体積 V は
V = S · h =

���(~c,~a⇥~b)
���

となります．j次行列式を用いると
det(~a ~b ~c) = (~c,~a⇥ ~a)

が成立しますから
V =

���det(~a ~b ~c)
���

とも表せます．◆ ⇣
AA ~a,~b,~c 2 R3 とします．このとき

~a⇥~b = �~b⇥ ~a, ~a⇥ ~a = ~0

(~a+~b)⇥ ~c = ~a⇥ ~c+~b⇥ ~c

が成立することを示しましょう．✓ ⌘
解答

~a =

0

@
a1

a2

a3

1

A , ~b =

0

@
b1

b2

b3

1

A , ~c =

0

@
c1

c2

c3

1

A

とします．このとき

~a⇥~b =

0

BBBBBB@

����
a2 b2

a3 b3

����

�
����
a1 b1

a3 b3

��������
a1 b1

a2 b2

����

1

CCCCCCA
=

0

BBBBBB@

�
����
b2 a2

b3 a3

����

�
����
b1 a1

b3 a3

��������
b1 a1

b2 a2

����

1

CCCCCCA
= �~b⇥ ~a

RN



さらに ~a⇥ ~a = �~a⇥ ~a から ~a⇥ ~a = ~0 が従います．
(~a+~b)⇥ ~c =

0

@
a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3

1

A⇥

0

@
c1

c2

c3

1

A

=

0

BBBBBB@

����
a2 + b2 c2

a3 + b3 c3

����

�
����
a1 + b1 c1

a3 + b3 c3

��������
a1 + b1 c1

a2 + b2 c3

����

1

CCCCCCA
=

0

BBBBBB@

����
a2 c2

a3 c3

����+
����
b2 c2

b3 c3

����

�
����
a1 c1

a3 c3

�����
����
b1 c1

b3 c3

��������
a1 c1

a2 c3

����+
����
b1 c1

b2 c2

����

1

CCCCCCA
=

0

BBBBBB@

����
a2 c2

a3 c3

����

�
����
a1 c1

a3 c3

��������
a1 c1

a2 c3

����

1

CCCCCCA
+

0

BBBBBB@

����
b2 c2

b3 c3

����

�
����
b1 c1

b3 c3

��������
b1 c1

b2 c3

����

1

CCCCCCA

= ~a⇥ ~c+~b⇥ ~c

◆ ⇣
AAA 直線 `1 ⇢

x+ y + z + 1 = 0
3x� 2y + z + 5 = 0

直線 `2 ⇢
x� z + 1 = 0
3x+ 2y � z + 2 = 0

があります．原点を通り直線 `1- `2 に交わる直線を求めましょう．✓ ⌘
解答直線 `1 と原点を含む平面 ⇡1 は

5(x+ y + z + 1)� (3x� 2y + z + 5) = 0 すなわち 2x+ 7y + 4x = 0 URV

他方，直線 `2 と原点を含む平面 ⇡2 は
2(x� z + 1)� (3x+ 2y � z + 2) = 0 すなわち � x� 2y � z = 0 UkV

であることが分かります．⇡1 と ⇡2 の交わりは URVかつ UkVを解いて
x =

1

3
z, y = �2

3
z UjV

となる．この直線を `とすると，`が求める直線である．実際 `1 の方向ベクトル
0

@
1
1
1

1

A⇥

0

@
3
�2
1

1

A =

0

@
3
2
�5

1

A

と `の方向ベクトル
0

BB@

1

�2

3

1

CCA は ⇡1 に平行で

0

@
3
2
�5

1

A ,

0

@
1
�2
3

1

A

ky



が成立しますから ⇡1 中 `1 と `は交わります．他方，`2 の方向ベクトル
0

@
1
�1
1

1

A⇥

0

@
3
2
�1

1

A =

0

@
�1
4
5

1

A

と `の方向ベクトル
0

BB@

1

�2

3

1

CCA は ⇡2 に平行で

0

@
�1
4
55

1

A ,

0

@
1
�2
3

1

A

が成立しますから ⇡2 中 `2 と `は交わります．よって `は原点を通り，`1 と `2 と交わります．◆ ⇣
Ao 次の行列の積を計算しましょう．
URV

 
cos↵ � sin↵

sin↵ cos↵

! 
cos� � sin�

sin� cos�

!
UkV

 
cos↵ sin↵

sin↵ � cos↵

! 
cos↵ sin↵

sin↵ � cos↵

!

UjV
 
1 �

0 1

! 
x

y

!
U9V

 
1 0

� 1

! 
x

y

!
U8V

 
0 1

1 0

! 
x

y

!

UeV
 
� 0

0 1

! 
x

y

!
UdV

 
1 �

0 1

! 
1 µ

0 1

!
U3V

 
0 1

1 0

! 
0 1

1 0

!

UNV
 
a1 b1

a2 b2

! 
1 �

0 1

!
URyV

 
a1 b1

a2 b2

! 
� 0

0 1

!
URRV

 
a1 b1

a2 b2

! 
0 1

1 0

!

✓ ⌘
解答
URV

✓
cos↵ � sin↵
sin↵ cos↵

◆✓
cos� � sin�
sin� cos�

◆

=

✓
cos↵ cos� � sin↵ sin� � cos↵ sin� � sin↵ cos�
cos↵ sin� + sin↵ cos� cos↵ cos� � sin↵ sin�

◆
=

✓
cos(↵+ �) � sin(↵+ �)
sin(↵+ �) cos(↵+ �)

◆

UkV
✓
cos↵ sin↵
sin↵ � cos↵

◆✓
cos↵ sin↵
sin↵ � cos↵

◆

=

✓
cos↵ cos↵+ sin↵ sin↵ 0

0 cos↵ cos↵+ sin↵ sin↵

◆
=

✓
1 0
0 1

◆
= I2

UjV ✓
1 �

0 1

◆✓
x

y

◆
=

✓
x+ �y

y

◆

kR



U9V ✓
1 0
� 1

◆✓
x

y

◆
=

✓
x

x+ �y

◆

U8V ✓
0 1
1 0

◆✓
x

y

◆
=

✓
y

x

◆

UeV ✓
� 0
0 1

◆✓
x

y

◆
=

✓
�x

y

◆

UdV ✓
1 �

0 1

◆✓
1 µ

0 1

◆
=

✓
1 �+ µ

0 1

◆

U3V ✓
0 1
1 0

◆✓
0 1
1 0

◆
=

✓
1 0
0 1

◆

UNV ✓
a1 b1

a2 b2

◆✓
1 �

0 1

◆
=

✓
a1 �a1 + b1

a2 �a2 + b2

◆
BX2X (~a ~b)

✓
1 �

0 1

◆
= (~a �~a+~b)

URyV ✓
a1 b1

a2 b2

◆✓
� 0
0 1

◆
=

✓
�a1 b1

�a2 b2

◆
BX2X (~a ~b)

✓
� 0
0 1

◆
= (�~a ~b)

URRV ✓
a1 b1

a2 b2

◆✓
0 1
1 0

◆
=

✓
b1 a1

b2 a2

◆
BX2X (~a ~b)

✓
0 1
1 0

◆
= (~b ~a)

◆ ⇣
o A =

 
a b

c d

!
に対してその転置行列を t

A =

 
a c

b d

!
によって定義します．　 ~v, ~w 2 R2 に対して

(A~v, ~w) = (~v, tA~w)

が成立することを示しましょう．✓ ⌘
解答

A =

✓
a b

c d

◆
= (~↵ ~�), ~v =

✓
x

y

◆

とおくと
(A~v, ~w) = (x~↵+ y~�, ~w) = x(~↵, ~w) + y(~�, ~w)

=

✓✓
x

y

◆
,

✓
(~↵, ~w)

(~�, ~w)

◆◆

となる．他方
t
A~w =

✓t
~↵

t~�

◆
~w =

✓t
~↵~w

t~� ~w

◆
=

✓
(~↵, ~w)

(~�, ~w)

◆

kk



から
(A~v, ~w) =

✓✓
x

y

◆
,
t
A~w

◆
= (~v, tA~w)

が従います．

kj


