
LA2021SL05 演習問題解答

� �
I ~a,~b ∈ Rn が条件 ~a ∦ ~bを満たすとします．
(1) ~p = 3~a+~b, ~q = ~a+~bが ~p ∦ ~q を満たすことを示しましょう．
(2) x~a+ y~b = s~p+ t~q が成立するとき s, tを x, y で表しましょう．� �

解答 (1) c1~p+ c2~q = ~0 とします．このとき

c1~p+ c2~q = c1(3~a+~b) + c2(~a+~b)

= (3c1 + c2)~a+ (c1 + c2)~b

から
(3c1 + c2)~a+ (c1 + c2)~b = ~0

であることが分かります．さらに ~a ∦ ~bから{
3c1 + c2 = 0
c1 + c2 = 0

であることが従います．このとき | 3 1
1 1 | = 2 6= 0 であ

ることに注意すると c1 = c2 = 0，従って ~p ∦ ~q であ
ることが分かります．
(2)

s~p+ t~q = s(3~a+~b) + t(~a+~b)

= (3s+ t)~a+ (s+ t)~b

であることから

x~a+ y~b = (3s+ t)~a+ (s+ t)~b

となります．さらに ~a ∦ ~bから

{
3s + t = x
s + t = y

であることが従います．これをクラメールの公式を
用いて s, tについて解くと | 3 1

1 1 | = 2 6= 0 から

x =
1

2

∣∣ x 1
y 1

∣∣ = 1

2
(x− y) =

1

2
(x− y)

y =
1

2

∣∣ 3 x
1 y

∣∣ = 1

2
(3y − x) =

1

2
(3y − x)

であることが分かります．
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II 次の ~a,~b, ~α, ~β ∈ Rn に対して以下の (i),(ii),(iii),(iv) を示しましょう．
(i)~a ∦ ~bを示しましょう．
(ii)

L = {x~a+ y~b; x, y ∈ R}

を考えます．
~α, ~β ∈ L

を示しましょう．
(iii) ~α ∦ ~β を示しましょう．

(iv) Lの基底 ~a,~bに関する座標を

(
x

y

)
, 基底 ~α, ~β に関する座標

(
ξ

η

)
とするとき

(
x

y

)
を

(
ξ

η

)
で表し

ましょう．

(1) ~a =


1

2

−1

, ~b =


2

−1

4

, ~α =


2

−6

10

, ~β =


5

5

1



(2) ~a =


1

2

−1

1

, ~b =


2

3

−2

1

, ~α =


2

5

−2

3

, ~β =


5

8

−5

3



(3) ~a =


4

1

−1

2

, ~b =


1

3

1

−1

, ~α =


6

7

1

0

, ~β =


−1

8

4

−5


� �
解答 (1)(i)

∣∣∣∣∣1 2

2 −1

∣∣∣∣∣ = −5 6= 0 から ~a ∦ ~bが従います．

(ii)  1 2 2 5
2 −1 −6 5
−1 4 10 1

→

 1 2 2 5
0 −5 −10 −5
0 6 12 6

→

 1 2 2 5
0 1 2 1
0 6 12 6


→

 1 0 −2 3
0 1 2 1
0 0 0 0


から

~α = −2~a+ 2~b ∈ L, ~β = 3~a+~b ∈ L

が分かります．

(iii) (~α ~β) = (~a ~b)

(
−2 3

2 1

)
において

∣∣∣∣∣−2 3

2 1

∣∣∣∣∣ = −8 6= 0 から ~α ∦ ~β が従います．
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(iv)

(~α ~β)

(
ξ
η

)
= (~a ~b)

(
−2 3
2 1

)(
ξ
η

)
= (~a ~b)

(
x
y

)
から (

x
y

)
=

(
−2 3
2 1

)(
ξ
η

)
が従います．

(2)(i)

∣∣∣∣∣1 2

2 3

∣∣∣∣∣ = −1 6= 0 から ~a ∦ ~bが従います．

(ii) 
1 2 2 5
2 3 5 8
−1 −2 −2 −5
1 1 3 3

→


1 2 2 5
0 −1 1 −2
0 0 0 0
0 −1 1 −2

→


1 2 2 5
0 1 −1 2
0 0 0 0
0 −1 1 −2



→


1 0 4 1
0 1 −1 2
0 0 0 0
0 0 0 0


から

~α = 4~a−~b ∈ L, ~β = ~a+ 2~b ∈ L

が分かります．

(iii) (~α ~β) = (~a ~b)

(
4 1

−1 2

)
において

∣∣∣∣∣ 4 1

−1 2

∣∣∣∣∣ = 9 6= 0 から ~α ∦ ~β が従います．

(iv)

(~α ~β)

(
ξ
η

)
= (~a ~b)

(
4 1
−1 2

)(
ξ
η

)
= (~a ~b)

(
x
y

)
から (

x
y

)
=

(
4 1
−1 2

)(
ξ
η

)
が従います．

(3)(i)

∣∣∣∣∣4 1

1 3

∣∣∣∣∣ = 11 6= 0 から ~a ∦ ~bが従います．

(ii) 
4 1 6 −1
1 3 7 8
−1 1 1 4
2 −1 0 −5

→


1 3 7 8
4 1 6 −1
−1 1 1 4
2 −1 0 −5

→


1 3 7 8
0 −11 −22 −33
0 4 8 12
0 −7 −14 −21



→


1 3 7 8
0 1 2 3
0 4 8 12
0 −7 −14 −21

→


1 0 1 −1
0 1 2 3
0 0 0 0
0 0 0 0


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から
~α = ~a+ 2~b ∈ L, ~β = −~a+ 3~b ∈ L

が分かります．

(iii) (~α ~β) = (~a ~b)

(
1 −1

2 3

)
において

∣∣∣∣∣1 −1

2 3

∣∣∣∣∣ = 5 6= 0 から ~α ∦ ~β が従います．

(iv)

(~α ~β)

(
ξ
η

)
= (~a ~b)

(
1 −1
2 3

)(
ξ
η

)
= (~a ~b)

(
x
y

)
から (

x
y

)
=

(
1 −1
2 3

)(
ξ
η

)
が従います．� �

III
~a,~b ∈ Rn が張る部分空間

L = L(~a,~b) = {x~a+ y~b; x, y ∈ R}

を考えます．
~c, ~d ∈ L, λ, µ ∈ R ⇒ λ~c+ µ~d ∈ L

を示しましょう．� �
解答 ~c, ~d ∈ L であるので

~c = x1~a+ y1~b, ~d = x2~a+ y2~b

と表されます．このとき

~c+ ~d = x1~a+ y1~b+ x2~a+ y2~b

= (x1 + x2)~a+ (y1 + y2)~b ∈ L

λ~c = λ(x1~a+ y1~b) = (λx1)~a+ (λy1)~b ∈ L

となります．これから
λ~c+ µ~d ∈ L

が従います．� �
IV
(1) ~a,~b ∈ Rn に対して

t(~a+~b) = t~a+ t~b, t(λ~a) = λ · t~a

を示しましょう．
(2) a,b ∈ (Rn)

∗ に対して
t(a+ b) = ta+ tb, t(λa) = λ · tb

を示しましょう．� �
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解答
(1)

~a =



a1
...
ai
...
an

 , ~b =



b1
...
bi
...
bn


とすると

t(~a+~b) = t



a1 + b1
...

ai + bi
...

an + bn

 = (a1 + b1 . . . ai + bi . . . an + bn)

= (a1 . . . ai . . . an) + (b1 . . . bi . . . bn) =
t~a+ t~b

t(λ~a) = t



λa1
...

λai
...

λan

 = (λa1 . . . λai . . . λan)

= λ(a1 . . . ai . . . an) = λt~a

(2)
a = (a1 . . . aj . . . an), b = (b1 . . . bj . . . bn)

とすると

t(a+ b) = t(a1 + b1 . . . aj + bj . . . an + bn)

=



a1 + b1
...

aj + bj
...

an + bn

 =



a1
...
aj
...
an

+



b1
...
bj
...
bn

 = ta+ tb

t(λa) = t(λa1 . . . λaj . . . λan)

=



λa1
...

λaj
...

λan

 = λ



a1
...
aj
...
an

 = λ · ta
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