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内積を保つ行列

2次正方行列
P =

(
a1 b1
a2 b2

)
=
(
~a ~b
)

P は内積を保つ
(P~x, P~y) = (~x, ~y) (~x, ~y ∈ R2)

この条件は
tPP = I2

と必要十分である。
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準備

すべてのベクトルに直交するベクトルは

(~a, ~x) = 0 (~x ∈ Rn) ⇔ ~a = ~0

A m × n行列とすると

A~x = ~0 (~x ∈ Rn) ⇔ A = 0m,n
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必要十分であるのは

(P~x, P~y) = (~x, ~y) ⇔ (tPP~x, ~y) = (~x, ~y)

⇔ (tPP~x − ~x, ~y) = 0

⇔ ((tPP − I2)~x, ~y) = 0

これが任意の ~y ∈ R2で成立するから

(tPP − I2)~x = ~0

これが任意の ~x ∈ R2で成立するから

tPP = I2
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tPP = I2について

P = (~a ~b)が tPP = I2を満たすとき(
t~a
t~b

)(
~a ~b

)
=

(
(~a,~a) (~a,~b)

(~b,~a) (~b,~b)

)
=

(
1 0
0 1

)
これから tPP = I2は

||~a||2 = ||~b||2 = 1, (~a,~b) = 0

と必要十分である。
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||~a||2 = ||~b||2 = 1, (~a,~b) = 0

~a =

(
cos θ
sin θ

)
とすると

~b =

(
− sin θ
cos θ

)
OR
(

sin θ
− cos θ

)

P =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
は y = tan θ

2
xに関する折り返し
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まとめ

次の同値な条件を満たすとき P = (~a ~b)を直交行列という

(P~x, P~y) = (~x, ~y) (~x, ~y ∈ R2)
(∗)⇐⇒ ||P~x|| = ||~x|| (~x ∈ R2)

⇐⇒ tPP = P tP = I2

⇐⇒ ||~a||2 = ||~b||2 = 1, (~a,~b) = 0

注意　 (∗)において

(~v, ~w) =
1

4

(
‖~v + ~w‖2 − ‖~v − ~w‖2

)
を用います．
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