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2変数の 2次式

2次実対称行列A =

(
a c
c b

)
と 2次元ベクトル ~β = ( de )を用いて，2変数の多項

式を

F (x, y) = ax2 + 2cxy + by2 + dx+ ey + f

= (A~v,~v) + (~β,~v) + f

と表示します。ただし ~v =

(
x
y

)
と定めます。
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平行移動座標変換

この式を平行移動座標変換(
x
y

)
=

(
ξ1
ξ2

)
+

(
α1

α2

)
を用いて簡単にすることを考えます。

以下では
~ξ =

(
ξ1
ξ2

)
, ~α =

(
α1

α2

)
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座標変換の計算

F (x, y) = (A(~ξ + ~α), (~ξ + ~α)) + (~β, (~ξ + ~α)) + f

= (A~ξ, ~ξ) + (A~α, ~ξ) + (~α,A~ξ) + (A~α, ~α)

+(~β, ~ξ) + (~β, ~α) + f

= (A~ξ, ~ξ) + 2(A~α, ~ξ) + (~β, ~ξ)

+(A~α, ~α) + (~β, ~α) + f

= (A~ξ, ~ξ) + (2A~α+ ~β, ~ξ) + F (α1, α2)
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|A| 6= 0のとき

2A~α+ ~β = ~0すなわち
~α = −1

2
A−1~β

とすると
F (x, y) = aξ21 + 2cξ1ξ2 + bξ22 + f ′

ただし
f ′ = F (α1, α2)
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実対称行列は回転行列で対角化可能

　Aは実対称行列なので回転行列で対角化可能。回転行列R が存在して

tRAR =

(
r 0
0 s

)
と対角化できます。
さらに ~ξ = R~ηと回転座標変換をすると

(A~ξ, ~ξ) = (AR~η,R~η) = (tRAR~η, ~η) = rη21 + sη22

と変換されます。よって

F (x, y) = rη21 + sη22 + F (α1, α2)

となります。
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具体例

A =

(
2 1
1 2

)
, ~β =

(−8
−4

)
の場合、すなわち

F (x, y) = 2x2 + 2xy + 2y2 − 8x− 4y

の場合は

~α = −1

2

(
2 1
1 2

)−1(−8
−4

)
= −1

2
· 1
3

(
2 −1
−1 2

)(
−8
−4

)
=

(
2
0

)
として ~ξ = ~v − ~α と平行移動座標変換をすると

F (x, y) = (A~ξ, ~ξ)− 8

となります。
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具体例 (No.2)

Aの固有値は
ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 2 −1
−1 λ− 2

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ− 3)

からAの固有値は λ = 1, 3

λ = 3のときは

A~ξ = 3~ξ ⇔
(

1 −1
−1 1

)(
ξ1
ξ2

)
= ~0 ⇔ ξ1 = ξ2

から
~ξ =

(
ξ1
ξ1

)
= ξ1

(
1
1

)
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具体例 (No.3)

λ = 1のときは

A~ξ = ~ξ ⇔
(
−1 −1
−1 −1

)(
ξ1
ξ2

)
= ~0 ⇔ ξ1 = −ξ2

から
~ξ =

(
−ξ2
ξ2

)
= ξ2

(
−1
1

)
~r1 =

1√
2

(
1
1

)
, ~r2 = 1√

2

(
−1
1

)
, R = (~r1 ~r2)と定めるとRは回転行列で

AR = R

(
3 0
0 1

)
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具体例 (No.4)

このとき ~ξ = R~ηと定めると

F (x, y) =

((
3 0
0 1

)
~η, ~η

)
− 8 = 3η21 + η22 − 8
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|A| 6= 0のときの等高線 F (x, y) = C

|A| = rs > 0のときは楕円、1点、空集合が出てくる
|A| = rs < 0のときは双曲線（例外的に、2直線）が出てくる
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|A| = 0のときの等高線 F (x, y) = 0（その 1）

|A| = rs = 0のとき、r 6= 0, s = 0の場合
（注意）r = s = 0のときはA = 0となります．
ある回転行列Rに対して

AR = R

(
r 0
0 0

)
と対角化できます。~v = R~ξとすると

F (x, y) = rξ21 + (tR~β, ~ξ) + f

ここで (tR~β =
(
d′

e′

)
とすると

F (x, y) = rξ21 + d′ξ1 + e′ξ2 + f
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|A| = 0のときの等高線 F (x, y) = 0（その 2）

e′ 6= 0のときの等高線 F (x, y) = 0は、軸が ξ2軸に平行な放物線
実際

rξ21 + d′ξ1 + e′ξ2 + f = 0

は

ξ2 = − r

e′
ξ21 −

d′

e′
ξ1 −

f

e′

= − r

e′

(
ξ1 +

d′

2r

)2

− f

e′
+

d′2

4e′r

= − r

e′

(
ξ1 +

d′

2r

)2

− 4rf − d′2

4e′r
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|A| = 0のときの等高線 F (x, y) = 0（その 3）

e′ = 0のときの ξ2軸に平行な 2直線、1直線、または空集合
実際

rξ21 + d′ξ1 + f = 0 ⇐⇒ ξ21 +
d′

r
ξ1 +

f

r
= 0

⇐⇒
(
ξ1 +

d′

2r

)2

+
4rf − d′2

4r2
= 0
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