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(i , j)余因子 (1)

A = (aij) ∈ Mn(K)について考えます．
Aから i 行，j 列を除いた (n − 1)次正方行列を Aij とする．

Ãij = (−1)i+j det(Aij)

を Aの (i , j)余因子と呼びます．
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(i , j)余因子 (2)

A = (~a ~b ~c ~d) ∈ M4(K) に対して

Ã23 = (−1)2+3

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1
a3 b3 d3
a4 b4 d4

∣∣∣∣∣∣
Ã32 = (−1)3+2

∣∣∣∣∣∣
a1 c1 d1
a2 c2 d2
a4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣
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j列の余因子展開 (1)

A = (aij) ∈ Mn(K)に対して

|A| = a1j Ã1j + a2j Ã2j + · · ·+ anj Ãnj

=
(

Ã1j Ã2j · · · Ãnj
)

a1j
a2j
...

anj


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j列の余因子展開 (2)—余因子行列

Ã =


Ã11 · · · Ãi1 · · · Ãn1

...
...

...
Ã1j · · · Ãij · · · Ãnj
...

...
...

Ã1n · · · Ãin · · · Ãnn


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j列の余因子展開 (3)

A = (~a ~b ~c ~d) ∈ M4(K) の 3列に関する余因子展開を考える

|A| = |~a ~b c1~e1 + c2~e2 + c3~e3 + c4~e4 ~d |
= c1|~a ~b ~e1 ~d |+ c2|~a ~b ~e2 ~d |+ c3|~a ~b ~e3 ~d |+ c4|~a ~b ~e4 ~d |

= c1

∣∣∣∣∣ a1 b1 1 d1
a2 b2 0 d2
a3 b3 0 d3
a4 b4 0 d4

∣∣∣∣∣+ c2

∣∣∣∣∣ a1 b1 0 d1
a2 b2 1 d2
a3 b3 0 d3
a4 b4 0 d4

∣∣∣∣∣+ c3

∣∣∣∣∣ a1 b1 0 d1
a2 b2 0 d2
a3 b3 1 d3
a4 b4 0 d4

∣∣∣∣∣+ c4

∣∣∣∣∣ a1 b1 0 d1
a2 b2 0 d2
a3 b3 0 d3
a4 b4 1 d4

∣∣∣∣∣
= c1(−1)3−1

∣∣∣∣∣ 1 a1 b1 d1
0 a2 b2 d2
0 a3 b3 d3
0 a4 b4 d4

∣∣∣∣∣+ c2(−1)3−1

∣∣∣∣∣ 0 a1 b1 d1
1 a2 b2 d2
0 a3 b3 d3
0 a4 b4 d4

∣∣∣∣∣
+ c3(−1)3−1

∣∣∣∣∣ 0 a1 b1 d1
0 a2 b2 d2
1 a3 b3 d3
0 a4 b4 d4

∣∣∣∣∣+ c4(−1)3−1

∣∣∣∣∣ 0 a1 b1 d1
0 a2 b2 d2
0 a3 b3 d3
1 a4 b4 d4

∣∣∣∣∣
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j列の余因子展開 (4)

|A| = c1(−1)3−1(−1)1−1

∣∣∣∣∣ 1 a1 b1 d1
0 a2 b2 d2
0 a3 b3 d3
0 a4 b4 d4

∣∣∣∣∣+ c2(−1)3−1(−1)2−1

∣∣∣∣∣ 1 a2 b2 d2
0 a1 b1 d1
0 a3 b3 d3
0 a4 b4 d4

∣∣∣∣∣
+ c3(−1)3−1(−1)3−1

∣∣∣∣∣ 1 a3 b3 d3
0 a1 b1 d1
0 a2 b2 d2
0 a4 b4 d4

∣∣∣∣∣+ c4(−1)3−1(−1)4−1

∣∣∣∣∣ 1 a4 b4 d4
0 a1 b1 d1
0 a2 b2 d2
0 a3 b3 d3

∣∣∣∣∣
= c1(−1)1+3

∣∣∣∣∣ 1 a1 b1 d1
0 a2 b2 d2
0 a3 b3 d3
0 a4 b4 d4

∣∣∣∣∣+ c2(−1)2+3

∣∣∣∣∣ 1 a2 b2 d2
0 a1 b1 d1
0 a3 b3 d3
0 a4 b4 d4

∣∣∣∣∣
+ c3(−1)3+3

∣∣∣∣∣ 1 a3 b3 d3
0 a1 b1 d1
0 a2 b2 d2
0 a4 b4 d4

∣∣∣∣∣+ c4(−1)4+3

∣∣∣∣∣ 1 a4 b4 d4
0 a1 b1 d1
0 a2 b2 d2
0 a3 b3 d3

∣∣∣∣∣
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j列の余因子展開 (5)

= c1(−1)1+3

∣∣∣∣∣∣
a2 b2 d2
a3 b3 d3
a4 b4 d4

∣∣∣∣∣∣+ c2(−1)2+3

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1
a3 b3 d3
a4 b4 d4

∣∣∣∣∣∣
+ c3(−1)3+3

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1
a2 b2 d2
a4 b4 d4

∣∣∣∣∣∣+ c4(−1)4+3

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1
a2 b2 d2
a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣
= c1Ã13 + c2Ã23 + c3Ã33 + c4Ã43
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i行の余因子展開 (1)

A = (aij) ∈ Mn(K)に対して

|A| = ai1Ãi1 + ai2Ãi2 + · · ·+ ainÃin

= (ai1 ai2 · · · ain)


Ãi1
Ãi2
...

Ãin


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i行の余因子展開 (2)—余因子行列

Ã =


Ã11 · · · Ãi1 · · · Ãn1

...
...

...
Ã1j · · · Ãij · · · Ãnj
...

...
...

Ã1n · · · Ãin · · · Ãnn


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i行の余因子展開 (3)

A =

( a
b
c
d

)
に対して 2行の余因子展開を考えます．

|A| =
∣∣∣∣ a

b1e1+b2e2+b3e3+b4e4
c
d

∣∣∣∣
= b1

∣∣∣∣ a
e1c
d

∣∣∣∣+ b2

∣∣∣∣ a
e2c
d

∣∣∣∣+ b3

∣∣∣∣ a
e3c
d

∣∣∣∣+ b4

∣∣∣∣ a
e4c
d

∣∣∣∣
= b1

∣∣∣∣ a1 a2 a3 a4
1 0 0 0
c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

∣∣∣∣+ b2

∣∣∣∣ a1 a2 a3 a4
0 1 0 0
c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

∣∣∣∣+ b3

∣∣∣∣ a1 a2 a3 a4
0 0 1 0
c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

∣∣∣∣+ b4

∣∣∣∣ a1 a2 a3 a4
0 0 0 1
c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

∣∣∣∣
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i行の余因子展開 (4)

|A| = b1(−1)2−1
∣∣∣∣ 1 0 0 0

a1 a2 a3 a4c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

∣∣∣∣+ b2(−1)2−1
∣∣∣∣ 0 1 0 0

a1 a2 a3 a4c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

∣∣∣∣
+ b3(−1)2−1

∣∣∣∣ 0 0 1 0
a1 a2 a3 a4c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

∣∣∣∣+ b4(−1)2−1
∣∣∣∣ 0 0 0 1

a1 a2 a3 a4c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

∣∣∣∣
= b1(−1)2−1(−1)1−1

∣∣∣∣ 1 0 0 0
a1 a2 a3 a4c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

∣∣∣∣+ b2(−1)2−1(−1)2−1
∣∣∣∣ 1 0 0 0

a2 a1 a3 a4c2 c1 c3 c4
d2 d1 d3 d4

∣∣∣∣
+ b3(−1)2−1(−1)3−1

∣∣∣∣ 1 0 0 0
a3 a1 a2 a4c3 c1 c2 c4
d3 d1 d2 d4

∣∣∣∣+ b4(−1)2−1(−1)4−1
∣∣∣∣ 1 0 0 0

a4 a1 a2 a3c4 c1 c2 c3
d4 d1 d1 d3

∣∣∣∣
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i行の余因子展開 (5)

|A| = b1(−1)2+1

∣∣∣∣∣∣
a2 a3 a4
c2 c3 c4
d2 d3 d4

∣∣∣∣∣∣+ b2(−1)2+2

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a4
c1 c3 c4
d1 d3 d4

∣∣∣∣∣∣
+ b3(−1)2+3

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a4
c1 c2 c4
d1 d2 d4

∣∣∣∣∣∣+ b4(−1)2+4

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
c1 c2 c3
d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣
= b1Ã21 + b2Ã22 + b3Ã23 + b4Ã24
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