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固有多項式 (1)
A = (aij) ∈ Mn(K)の固有多項式は

ΦA(λ) = det(λIn − A)
= λn − (a11 + . . .+ ann)λ

n−1 + . . .+ (−1)n det(A)

n − 1次の係数については λIn − A = (bij(λ))とすると

det(λIn − A) = (λ− a11) · · · (λ− ann)

+
∑
σ 6=1

sgn(σ)
n∏

i=1
biσ(i)(λ)

において σ 6= 1のとき
ord

(
b1σ(1) · · · bnσ(n)

)
≤ n − 2

となる．
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固有多項式 (2)

P ∈ Mn(K)が正則であるとき
ΦP−1AP(λ) = ΦA(λ)

となる．これは
det(P−1AP) = det(A)

から成立することから分かる．応用として

tr(P−1AP) = tr(A)
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固有空間の次元 (1)

α ∈ Kが ΦA(α) = 0を満たすとする．さらに g(λ) ∈ K[λ]が

ΦA(λ) = (λ− α)mg(λ), g(α) 6= 0

を満たすとき
1 ≤ dimV (α) ≤ m
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固有空間の次元 (2)

V (α)の次元を `として，基底を ~p1, . . . , ~p` とする．これを延長して正則行列

P = (~p1 . . . ~p` . . . ~pn)

を構成する．このとき

AP = P

 α
. . .

α

∗

B

 すなわち P−1AP =

 α
. . .

α

∗

B


から

ΦA(λ) = ΦP−1AP(λ) = (λ− α)`ΦB(λ)

となりますから ` ≤ m
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対角化可能の必要十分条件 (1)

ΦA(λ) = (λ− β1)
m1 · · · (λ− β`)

m`

において
β1, . . . , β` ∈ K, βi 6= βj (i 6= j)

とします．

定理
以下の条件はすべて同値である．
(a) Aは対角化可能
(b) Kn = V (β1)⊕ · · · ⊕ V (β`)
(b)’ dimV (βj) = mj (j = 1, . . . , `)
(c) (A − β1) · · · (A − β`) = On
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対角化可能の必要十分条件 (2) (a)⇒(b)

P−1AP =

( α1
. . .

αn

)
とすると，ある番号 k に対して αj = βk となります．このとき

~pj ∈ V (β1)⊕ · · · ⊕ V (β`)

従って
L(~p1, . . . , ~pn) ⊂ V (β1)⊕ · · · ⊕ V (β`) ⊂ Kn

において
dim L(~p1, . . . , ~pn) = dimKn = n

から
V (β1)⊕ · · · ⊕ V (β`) = Kn
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対角化可能の必要十分条件 (3) (b)⇒(a)

V (βj)の基底をとって並べて正則行列 P を構成できます．このとき

P−1AP =



α1
. . .

α1
. . .

α`

. . .
α`


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対角化可能の必要十分条件 (4) (b)⇔(b)’

(b) ⇔ n = dimV (β1) + · · ·+ dimV (β`)

に注意する．さらに

dimV (β1) + · · ·+ dimV (β`) ≤ m1 + . . .+ m` = n

における等号成立の条件は
dimV (βj) = mj (j = 1, . . . , `)
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対角化可能の必要十分条件 (5) (a)⇔(c)

任意の ~v ∈ Knを直和分解して

~v = ~v1 + . . .+ ~v`, ~vj ∈ V (βj) (j = 1, . . . , `)

これに掛けると
(A − β1In) · · · (A − β`In)~v = ~0

が分かります．
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対角化可能の必要十分条件 (6) (c)⇔(a)

gj(λ) =
∏
k 6=j

λ− βk
βj − βk

, Pj = gj(A)

と定めます．このとき g1(λ) + · · ·+ g`(λ) = 1 から

P1 + · · ·+ P` = In

さらに (c)から
PiPj = On (i 6= j), さらに P2

i = Pi

も従います．これに加えて (c)から

(A − βj In)Pj = On
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対角化可能の必要十分条件 (7) (c)⇔(a)
前ページの最後の式から

Im(Pj) ⊂ ker(A − βj In) = V (βj)

となります．さらに
P1 + · · ·+ P` = In, PiPj = On (i 6= j), P2

i = Pi

から
Kn = Im(P1)⊕ · · · ⊕ Im(P`)

となります．さらに
Kn = Im(P1)⊕ · · · ⊕ Im(P`) ⊂ V (β1)⊕ · · · ⊕ V (β`) ⊂ Kn

から
Im(P1)⊕ · · · ⊕ Im(P`) = V (β1)⊕ · · · ⊕ V (β`)

このとき
Im(Pj) = V (βj) (j = 1, . . . , `)
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