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定理 1

定理 1
n次の実対称行列 A ∈ Mn(R)に対して α, β ∈ Rが相異なる場合：α 6= β

V (α) ⊥ V (β)

が成立します．

~p ∈ V (α), ~q ∈ V (β)とします．

(A~p,~q) = (α~p,~q) = α(~p,~q)

(A~p,~q) == (~p, tA~q) = (~p,A~q) = (~p, β~q) = β(~p,~q)

から

(α− β)(~p,~q) = 0

が従います．
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定理 2

定理 2
3次の実対称行列 Aに対して以下が成立します．
(1)

ΦA(λ) = (λ− α1)(λ− α2) · · · (λ− αn) ⇒ α1, α2, . . . , αn ∈ R

(2) 直交行列 P ∈ O(n)が存在して

P−1AP =

(
α1 0 ··· 0 0

0
. . . ...

0 0 ··· 0 αn

)

が成立します．
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定理 2の証明 (1)

(2)を証明します．α1に対して

A~p1 = α~p1, ‖~p1‖ = 1

を満たす ~p1 ∈ R3が存在します．このとき以下が成立します．� �
V := (R~p1)

⊥
は A不変である．すなわち

~v ∈ V ⇒ A~v ∈ V� �
実際 ~p1, ~v = 0とすると

(~p1,A~v) = (tA~p1, ~v) = (A~p1, ~v) = α1(~p1, ~v) = 0

から分かります．
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定理 2の証明 (2)
正規直交基底の延長を用いて Rnの正規直交基底

~p1, ~p2, . . . , ~pn

が構成できます．~p2, . . . , ~pnが V の正規直交基底であることに注意しま
しょう．

直交行列 P = (~p1 · · · ~pn) ∈ O(n) を定義します．このとき 2 ≤ j ≤ nのと
き ~pj ∈ V から A~pj ∈ V が分かります．従って

A~pj = ∗~p2 + · · ·+ ∗~pn

から

AP = (A~p1 A~p2 · · · A~pn) = (~p1 ~p2 · · · ~pn)

 α1 0 ··· 0
0
...
0

B

 = P

 α1 0 ··· 0
0
...
0

B


となります
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定理 2の証明 (3)

tPAP =

 α1 0 ··· 0
0
...
0

B


の左辺は

t (tPAP
)
= tP tAt (tP

)
= tPAP

から対称であることが分かります．右辺が対称であることと右辺の転置が α1 0 ··· 0
0
...
0

tB


となることから

tB = B

であることが分かります．
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定理 2の証明 (4)
Bが対称であることからQ0 ∈ O(n − 1)が存在して

tQ0BQ0 =

(
β2

. . .
βn

)

となります．Q :=
( 1

Q0

)
∈ O(n) で

tQtPAPQ =
(

1
tQ0

)
( α1

B )
( 1

Q0

)
=
( α1

tQ0BQ0

)
=

 α1
β2

. . .
βn


から R = PQ ∈ O(n)で tR = tQtP なので

tRAR =
( α1

tQ0BQ0

)
=

 α1
β2

. . .
βn


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